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——冯康学派对计算数学发展的重要贡献

余德浩　 (中国科学院数学与系统科学研究院计算数学研究所　北京　100080)

计算数学是当代数学科学的重要分支, 是伴随着计算机的出现而迅速发展并获得广泛应用的

新兴交叉学科, 是数学及计算机实现其在高科技领域应用的必不可少的纽带和工具。计算与理论和

实验相并列, 已经成为当今世界科学活动的第三种手段, 这是二十世纪后半叶最重要的科技进步之

一。值此世界进入新的世纪, 国际数学家大会将首次在我国召开之际, 回顾半个世纪来我国计算数

学的发展, 尤其是以已故冯康院士 (1920—1993)为代表的我国计算数学家群体, 即“冯康学派”对国

际计算数学发展所做出的重要贡献, 是非常有意义的。当然由于篇幅所限, 本文只能涉及部分研究

领域和少数专家学者, 挂一漏万在所难免。

冯康先生祖籍浙江绍兴, 1920 年 9 月 9 日出生于江苏南京, 6 岁迁居苏州。1939 年毕业于省立

苏州中学, 1944 年毕业于中央大学物理系。1945 年起先后在复旦大学物理系、清华大学物理系和数

学系任教。1951 年转到刚组建的中国科学院数学研究所, 不久便赴苏联斯捷克洛夫数学研究所工

作。1953 年回国。1957 年调入中国科学院计算技术研究所。1978 年任中国科学院计算中心主任。

1980 年当选中国科学院学部委员 (院士)。1987 年起任计算中心名誉主任。曾任全国人大代表、全

国计算数学会理事长、《计算数学》、《数值计算与计算机应用》、“J 1Com p. M ath. ”、“Ch inese J.

N um er. M ath. A pp l. ”等四刊主编、国家攀登计划项目“大规模科学工程计算的方法与理论”首席

科学家等职。1993 年 8 月 17 日冯康院士因后脑珠网膜大面积出血不幸在北京病逝, 享年 73 岁。

冯康院士的成就是多方面的。美国科学院院士 P1L ax 教授在获悉冯康院士去世的消息后, 曾

在美国 S IAM N ew s 上表发悼念文章。他写道: 冯康早年从事纯粹数学研究,“在 1950 年代后期转

向应用数学, 并在这一领域做出了他最重要的贡献。他并行于西方独立地创始了有限元方法的理

论。他展示了如何有效地结合边界元和区域有限元。他提出并发展了求解H am ilton 型演化方程的

辛算法, 指出对长时间计算它比标准方法优越得多。”这里, L ax 肯定了冯康在有限元、自然边界元

和辛几何算法三方面的成就。本文也将从这三方面论述以冯康院士为代表的中国学者对计算数学

发展做出的重要贡献。

11 有限元方法

费尔茨奖获得者美国丘成桐教授对冯康院士的成就给予极高的评价。他在“中国数学发展之我

见”(中国科学报, 1998, 3, 11) 一文及在此前后的多次演讲中都强调指出:“中国近代数学能超越西

方或与之并驾齐驱的主要原因有三个, 这主要是讲能够在数学历史上很出名的有三个: 一个是陈省

身在示性类方面的工作, 一个是华罗庚在多复变函数方面的工作, 一个是冯康在有限元计算方面的

工作”。他又说:“我们要从数学的根本上找研究方向, 但近 20 年来基本上跟随外国的潮流, 没有把

基本的想法搞清楚, 所以始终达不到当年陈先生、华先生和冯先生他们的工作成就。”

50 年代伴随着计算机的发展, 科学计算在西方兴起。冯康先生敏锐地悟出科学发展进入了转
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折时期, 计算科学将大有可为, 中国面临难得的机遇。1957 年, 他遵照华罗庚先生的建议, 毅然放弃

了精深的纯粹数学研究, 由中国科学院数学研究所调到正在筹建的计算技术研究所, 组建计算数学

和科学计算的研究队伍。

当时我国的计算数学研究刚刚起步。1959 年我国第一台大型电子计算机在中国科学院计算技

术研究所研制成功。在该所三室工作的冯康带领他的科研小组承担了应用计算机计算一系列水坝

建设中大型弹性力学问题的国家任务。为了克服传统的差分方法难以处理几何与材料的复杂性以

及缺乏理论保证的困难, 冯康、黄鸿慈等人开展了椭圆型方程计算方法的系统研究。在大量计算实

践的基础上, 冯康进行了系统的理论分析及总结提高, 通过把变分原理与剖分逼近有机结合, 把传

统上对立而各具优点的差分法与能量法辨证统一, 扬长抑短, 推陈出新, 一举克服了上述两方面的

困难, 于 1964 年独立于西方创立了数值求解偏微分方程的有限元方法 , 形成了标准的算法形态,

编制了通用的计算程序, 并及时地解决了当时我国最大的刘家峡水坝的应力分析问题。

1965 年冯康在《应用数学与计算数学》上发表了“基于变分原理的差分格式”一文, 在极其广泛

的条件下证明了方法的收敛性和稳定性, 给出了误差估计, 从而建立了有限元方法严格的数学理论

基础, 为其实际应用提供了可靠的理论保证。这篇论文的发表是我国学者独立于西方创始有限元方

法的标志。

有限元方法是求解连续体偏微分方程的一种离散化方法。冯康把其要点归纳为“化整为零、截

弯取直、以简驭繁、化难于易”。它的基础分两个方面: 一是变分原理, 二是剖分插值。从第一方面看,

它是传统的能量法的一种变形, 从第二方面看, 则是差分方法的一种变形。这是两类方法相结合取

长补短而进一步发展的结果。它具有很广的适应性, 特别适合于几何、物理条件比较复杂的问题, 而

且便于程序的标准化。由于该方法对有限与无限、连续与离散、局部与整体、简单与复杂、理论与实

际、人与机器等各种矛盾的处理都比较得当, 因此在解题能力、处理效率和理论保证诸方面都远远

超过传统的方法。在有限元方法创始之初, 冯康就认识到它的内在潜力, 并估计这一方法将使固体

力学和其它一些领域中提出的椭圆型方程计算问题得到实际的解决, 这一点确实已被尔后几十年

的实践所证实。

文革动乱迫使冯康中断了对有限元方法的研究工作。但即使在那段动乱时期, 他的研究小组仍

应用有限元方法解决了国防建设和国民经济中数十个重大的计算课题, 并应有关单位要求, 作了多

次学术讲演, 举办了多期学习班, 做了大量的推广应用工作。从 1972 年开始冯康的研究小组举办了

数十次报告会, 听讲者多达数千人, 他们同时还承担了咨询服务、提供资料和计算程序等工作, 有力

地推进了有限元方法的发展。今天, 几乎所有的工业部门和国防科研部门都在应用有限元方法, 有

限元方法已经成为一项生产力, 为我国的现代化建设作出了贡献。

七十年代中后期, 在经典的连续有限元即协调元取得成功的基础上, 冯康注意到了间断有限

元, 包括非协调有限元的理论还处在不甚令人满意的状态, 及时开展了相关研究。他建立了间断函

数类的庞加莱 (Po incare) 型不等式, 间断有限元函数空间的嵌入定理, 及间断有限元的一般收敛性

定理, 于 1979 年在《计算数学》发表了“论间断有限元的理论”。这些成果正是后来得到系统发展的

非协调有限元理论研究的先导。

冯康还将椭圆方程的经典理论推广到具有不同维数的组合流形, 即由不同维数子流形组成的

几何结构, 这在国际上为首创。他的论文“组合流形上的椭圆方程与组合弹性结构”(《计算数学》,

1979)为组合弹性结构提供了严密的数学基础, 解决了有限元方法对组合结构的收敛性。他曾将此

项成果向工程界讲授, 颇受欢迎。国外直到八十年代中期才有这方面的工作。近年来, 由于诸如机

器人及空间站等高度复杂的结构的出现, 这一方向已显示出极大的发展前景。
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有限元方法的创立是计算数学发展的一个重要的里程碑。冯康独立于西方创始有限元方法, 并

先于西方建立了其严密的理论基础, 对计算数学的发展做出了历史性的贡献。冯康创始有限元方法

的学术观点和学术道路与西方迥然不同, 这使得他能在比西方远为落后的计算机设备条件下做出

领先于西方的工作。

有限元方法的创立对数学学科本身也有重要意义。它的出现使得微分方程的数值解法及其理

论分析的面貌大为改观。有限元方法对于数学、力学、工程科学和计算机科学学科之间交流渗透起

到了极大的促进作用。有限元的基本方法和理论已因其意义重大且已定型成熟而成为经典, 已被写

进教科书, 并被多数理工科大学列为必修课程。

冯康对有限元方法的重大贡献今天已得到国内外公认和重视, 冯康的论文被后来的多数国内

同行反复引用, 被视为有限元方法的创始工作。外国科学家在事过十余年了解到冯康的工作后也都

一致对这一工作的历史地位和作用予以充分肯定, 公正承认冯康院士在创始有限元方法中做出的

贡献。法国科学院院士 J 1L 1 L ion s 教授在 70 年代末就已对此给出了很高的评价, 他说:“有限元方

法意义重大, 中国学者在对外隔绝的环境下, 独立创造了有限元方法, 在国际上属最早之列, 今天这

一贡献已为全人类所共享。”

继冯康院士之后, 石钟慈院士在有限元研究中也做出了非常杰出的贡献。1970 年代末, 石钟慈

在多年与工程人员合作推广应用有限元方法的基础上, 创造性地提出了样条有限元, 将样条逼近与

有限元巧妙结合, 得到了完整的误差分析。此法曾在许多部门应用, 解决了众多工程设计的实际问

题, 从 1980 年代开始, 他转向非协调有限元研究, 取得了一系列系统深入的重大成果。他否定了当

时国际上流行的判别非协调元收敛性的 Iron s 准则, 揭示了工程直观和数学严密之间的矛盾; 他首

次证明非协调元的收敛性强烈依赖于网格剖分方式, 并发现了一系列错向收敛现象; 他提出了一种

新的判别非协调元收敛性的准则, 既可靠又方便, 这是非协调元收敛性研究的一项重大进展, 为实

际应用提供了强有力的工具; 他应西方有限元创始人德国的A rgyris 教授要求, 证明了一种非标准

元 (TRUN C)的收敛性。近年他又从事非协调有限元多重网格技术研究, 特别在瀑布型多重网格研

究中取得了重要成果。

此外, 还需要提及林群、陈传淼、朱起定与吕涛等人自 1970 年代后期起在有限元超收敛、后处

理与高精度算法研究中做出的许多重要工作。他们被国外同行称为“中国超收敛学派”, 并引起国际

同行长期的关注和重视。

余德浩在有限元后验误差估计与自适应算法研究中也做出了有意义的工作, 对二阶椭圆边值

问题分别给出了任意奇次及偶次矩形元的渐近准确后验局部误差估计, 并首先注意到二者的本质

差别 (1987) , 随后他还将后验误差估计与自适应计算的思想应用于边界元, 首次建立了自适应边界

元的数学理论, 自 1987 年起发表的这些成果已在国际上引发一系列后继研究, 近年仍被国外学者

不断引用。

21 自然边界元方法

自 60 年代以来, 有限元方法对于求解有界区域椭圆边值问题取得了极大的成功, 被广泛应用

于工程技术和科学计算中。但是, 许多实际计算问题涉及无界区域, 而用有限元方法求解无界区域

问题必然遇到本质性困难, 为达到所需要的计算精度, 往往要付出极大的代价。为克服这一困难, 冯

康教授从“微分方程边值问题可以有种种不同的数学形式, 它们在理论上等价, 但在实践中未必等

效”这一基本观点出发, 既深刻地总结出对有界区域问题“有限元方法成功的一个关键就是合理地

选取了变分的数学型式”, 又敏锐地感觉到对无界区域问题必须探索新的更适宜的数学型式并发展

相应的数值计算方法。于是在七十年代后期至八十年代初期, 冯康的研究兴趣转向了边界归化及边
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界元方法这一领域。

关于对微分方程边值问题作边界归化的思想早在上一世纪就已出现, 但应用于数值计算却是

到本世纪 60 年代才开始的, 这就是边界积分方程法。从 70 年代后期开始, 这一方法又被称为边界

元方法, 并在国际上开始形成直接法与间接法两大流派。与国际上流行的这两类基于经典边界归化

理论的方法完全不同, 冯康根据微分方程边值问题的物理本质和数学特性, 提出了正则边界归化的

思想, 开创了国际上边界元研究的新流派。他指出, 唯有通过正则边界归化, 才能保持能量不变, 从

而保持问题的本质不变。后来他又改称此类归化为自然边界归化。基于这一思想, 他和他的学生余

德浩系统地发展了自然边界元方法。这一方法除了具备所有边界元方法共有的将问题降维处理及

适于处理无界区域问题的优点外, 还有许多独特之处: 由于自然边界归化保持能量不变, 原边值问

题的许多基本性质被保持; 由于基于相同的变分原理, 自然边界元能与经典有限元自然而直接地耦

合; 自然积分方程由原边值问题唯一确定, 它正是此边值问题的解的互补的微分边值之间的本质的

关系, 也即狄里赫莱2诺依曼 (D irich let2N eum ann)映射。自然边界归化在各种边界归化中占有特殊

的地位, 而自然边界元方法则具有许多理论上和数值计算上的优点。

1978 年冯康应法国国家科学研究中心和意大利科学院邀请赴法、意讲学, 在国际上首次提出

了自然边界归化的思想, 讲演的主要内容随后发表在 1980 年《计算数学》“论微分与积分方程以及

有限与无限元”一文中。1982 年他与法国科学院利翁斯 (J. L L ion s)院士一起主持了“中法有限元讨

论会”, 又与余德浩联名发表了论文“椭圆边值问题的正则积分方程及其数值解”, 这是该次会议的

两个最主要的报告之一。1983 年冯康获得在国际数学家大会上作 45 分钟特邀报告的殊荣, 报告的

题目便是“有限元方法与自然边界归化”, 在报告中, 他介绍了他和余德浩关于自然边元及人工边界

条件研究方面的最新成果。1984 年冯康应用自然边界归化于海伦霍兹 (H elm ho ltz)方程, 对其无穷

远边界条件即索墨菲尔德 (Somm erfeld)辐射条件在人工边界上给出了一系列近似的条件。1985 年

韩厚德与余德浩几乎同时, 以及稍晚些时候许多外国学者也分别把这一思想应用于其它椭圆边值

问题, 发表了一系列文章。

冯康院士的这些工作对边界归化理论做了重大发展, 提出了新的边界归化方法, 这一方法已成

为当今国际上边界归化理论的三大流派之一。这些创造性的工作开辟了边界元研究的新领域, 在国

际上至今仍有重要影响。尤其随着 80 年代中期以来区域分解算法成为国际上科学工程计算的一个

研究热点, 自然边界归化理论也越来越引起国际同行的关注并已引发了一系列后继研究。自然边界

归化与有限元相结合可以形成一个有限元与边界元兼容并蓄而自然耦合的整体性系统。这一方法

能够灵活适应于大型复杂问题, 便于分解计算。这正是当前与并行计算相关而兴起的区域分解算法

的先驱工作。

余德浩自 1978 年起在冯康院士指导下系统地发展了自然边界归化理论和自然边界元方法, 发

表了一系列论文, 他得到了典型区域上各类典型边值问题的自然积分方程, 也即 D irich let2
N eum ann 映射的表达式, 研究了其拟微分性质。为克服积分核超奇异性带来的困难, 他提出了求解

一类超奇异积分方程的积分核级数展开法, 简单而有效地解决了自然边界元法的数值计算问题

(1983) , 这是国际上研究超奇异积分方程数值求解的最早的工作之一。为克服自然归化对区域的限

制, 他提出了有限元与边界元的自然耦合法 (1983)。这一方法近年被称为D 2N 方法或准确的人工

边界条件法, 作为处理无界区域问题的主要方法获得了广泛的应用。1993 年余德浩在科学出版社

出版了专著《自然边界元方法的数学理论》, 全面系统地总结了这些成果。日本著名数学家、日本数

学会前会长藤田宏教授在给余德浩的信中曾指出:“您的书 (指余德浩的专著《自然边界元方法的数

学理论》) 包括了涉及泛函分析和应用分析的重要课题的基本事实及最新成果, 通过您的 K 算子
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(指自然积分算子)也即我们的 S 算子将算子理论方法应用于边值问题, 这是位势理论的现代版本,

怀着对您的老师也是我的朋友冯康教授的思念之情, 我再次表达我对你们学派的思想和方法的尊

敬”。

冯康院士在临终前一年曾撰写了“自然边界归化与区域分解”一文的英文摘要。他在摘要中指

出:“有许多不同的边界归化途径, 最好的一种看来是自然边界归化。自然边界归化能直接用作区域

分解及删除, 也能间接地应用于预条件问题”。可惜他本人没有来得及实现这一想法。但正是在这

一想法指导下, 余德浩提出并发展了适于求解无界区域问题的基于自然边界归化的新的重叠型及

不重叠型区域分解算法 (1994, 1996) , 对收敛速度及松弛因子选取进行了精细分析。这是国际上研

究无界区域分解算法的最早的工作之一。近年他又将自然边界归化理论及自然边界元方法推广到

抛物型问题、三维椭圆问题, 研究了椭圆人工边界, 发展了相应的耦合算法及区域分解算法。

韩厚德自 1985 年起系统发展了无界区域问题的近似人工边界条件法。他研究了位势、平面弹

性、Stokes、Signo rin i 等问题, 从人工边界上准确的边界条件即自然积分方程出发, 导出了各种近似

的人工边界条件, 给出了简便、有效的算法。

应隆安、韩厚德等人提出的无限元方法也称无限相似单元法 (1977) , 是求解无界区域问题及含

奇点问题的另一种重要的数值方法。它也是有限元方法的发展与补充。在无限元方法中, 求解区域

被剖分为无限多个单元, 从而导致无穷阶线性代数方程组, 但当问题及剖分具有某种比例性质时,

用分析技巧可将其归结为一个有限的方程组。这一方法也已得到了广泛的应用。

31 动力系统的辛几何算法

在创始有限元方法的过程中, 冯康院士深深体会到, 同一物理过程的各种等价的数学表述可能

导致不等效的计算方法, 有限元对椭圆边值问题的成功是因为选择了适当的力学体系和数学形式。

有限元不能很好地解决动态问题则是由于拉格朗日力学体系不能很好地反映其本质特征, 唯有哈

密尔顿 (H am ilton)力学才是可供选择的研究动态问题的力学体系。于是在 80 年代初, 冯康转向动

力系统计算方法的研究, 提出了哈密尔顿系统的辛几何算法, 又开辟了一个有广阔应用前景的全新

的研究领域。

当代科学计算的主要课题是数值求解各种数学物理方程。在数理方程的谱系中, 列于首位的是

经典的力学方程。这类方程有三种等价的数学形式体系, 即牛顿、拉格朗日及哈密尔顿体系。虽然

各种不同形式体系在表达同一物理规律时在数学上是等价的, 但它们对研究及求解该问题却能提

供不同的技术途径, 从而在实践中并不等效。哈密尔顿体系以其形式上特有的对称性一直是物理学

理论研究的出发点。一切守恒的真实的物理过程都可以表示为哈密尔顿体系, 其数学基础则是辛几

何。辛几何是现代物理学和力学的数学基础之一, 与欧氏几何一样起着不可替代的重要作用。冯康

以他特有的数学直觉抓住了设计哈密尔顿系统数值方法的突破口——辛几何方法。只有辛几何算

法才是适合计算哈密尔顿系统的数值方法。1984 年他在国际微分几何与微分方程北京讨论会上,

提出了哈密尔顿系统的辛几何算法, 并组织研究队伍进行系统深入的理论研究和数值实验, 经过十

余年坚持不懈的努力, 取得了极其丰硕的成果。

哈密尔顿方程包括有限维或无限维的都是特定形式的常微分方程或偏微分方程。尽管哈密尔

顿体系在现代物理学和力学研究中有重要地位, 但直到八十年代以前, 在介绍微分方程数值求解的

众多方法的浩繁文献中, 几乎所有的计算方法都是从牛顿体系或拉格朗日体系出发的, 针对哈密尔

顿体系的计算方法却是个空白。冯康注意到了这一极不正常的现象, 从八十年代初期开始研究针对

哈密尔顿体系的计算方法。1983 年, 国外出现了第一篇对特定哈密尔顿方程构造差分格式的文章。

冯康则于 1984 年在国际微分几何与微分方程北京讨论会上作了题为“差分格式与辛几何”的大会
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报告, 首次系统地提出了哈密尔顿系统的辛几何算法, 开创了将计算物理、计算力学和计算数学相

结合的、富有活力及发展前途的这一前沿研究领域。随后他立即组织了一支精干的研究队伍对哈密

尔顿系统的计算方法进行系统研究。

冯康的工作涉及以下内容: 提出了基于辛几何的哈密尔顿算法及其完整的理论框架; 发展了辛

变换生成函数与哈密尔顿—雅可比方程的系统理论; 给出了产生任意阶精度辛差分格式的构造性

方法; 提出了由动力系统向量场决定相流形式幂级数的理论, 应用该理论来研究算法定性定量性

质, 使动力系统及其数值方法在该理论框架下得到了统一; 提出了保持动力系统结构的算法, 包括

保哈密尔顿体系结构的辛算法, 无源系统的保体积算法, 切触系统的切触算法, 量子系统的酉算法,

实现了动力系统算法的几何化; 发展了一套利用组合格式达到高精度保结构的算法, 即乘积外推方

法; 等等。

传统的算法除了少数例外, 几乎都不是辛算法, 它们都不可避免地带有人为耗散性等歪曲体系

特征的缺陷。而冯康等人提出的为数众多的非传统的算法却有保持体系结构的优点, 在空间结构、

对称性和守恒性方面优于传统算法, 特别在稳定性与长期跟踪能力上具有独特的优越性。深入的理

论分析和大量的数值实验令人信服地表明, 辛算法提供了解决牛顿运动方程的正确途径, 解决了久

悬未决的动力学长期预测计算问题。目前这一成果已引发了国际上大量的后继研究, 也正在促进天

体物理学、分子动力学和流体力学等领域的计算革新, 并将在更多领域有更为广泛的应用前景。

冯康在生前的最后十年一直坚持这一课题的研究。他始终工作在这一方向的最前沿。他及他

的研究小组在这一方向共发表论文 70 多篇, 并多次应邀出访及在重要的国际会议上作特邀报告。

冯康开辟了一个理应受到重视但却长期被忽视的研究领域, 取得了举世瞩目的研究成果。他的成果

也产生了重大的国际影响, 在美国、苏联、西班牙、瑞士、荷兰、意大利、日本等国以及我国引发了大

量的后继工作, 促进了国际上这一方向研究工作的迅速发展, 被认为可能引起天文、气象及分子动

力学等领域中科学计算的重大革新。1994 年国际数学家大会上有辛算法的 45 分钟报告, 冯康被推

荐为大会报告的候选人之一。1995 年国际工业与应用数学大会也邀请他作大会报告。但非常不幸,

冯康没有来得及作这些报告便去世了。

秦孟兆教授于 1980 年代初开始追随冯康院士研究辛几何算法。在冯康先生去世后, 他继续研

究各种保结构算法, 并将计算对象从常微分方程转向更复杂的偏微分方程, 近年特别在多辛算法研

究中取得了一系列重要的研究成果。

除了在上述几个方向做出的开创性工作外, 冯康院士还曾首先倡导在我国开展广义函数理论、

组合弹性结构计算、孤立子等非线性问题计算的研究, 以及数理方程反演问题的数值方法及其在地

质地震勘探中的应用研究。他直接或间接培养的学生已遍及全国和世界各地, 其中许多人已成为知

名的学术带头人。他开创的“冯康学派”已享誉国际, 影响广泛而深远。以他的名字命名的“冯康科

学计算奖”已成为海内外华人青年计算科学家向往获得的崇高荣誉, 迄今已有旅美青年学者舒其

望、许进超、侯一钊、鄂维南和金石, 及国内青年学者袁亚湘、陈汉夫 (香港)、张平文、陈志明共九人

先后获得了该项奖励。

美国著名数学家 P1L ax 院士曾写道:“冯康的声望是国际性的。我们记得他瘦小的身材, 散发

着活力的智慧的眼睛, 以及充满灵感的脸孔。整个数学界及他众多的朋友都将深深怀念他”。冯康

院士逝世已经八年了。他的业绩已留在中国乃至世界数学发展的历史上。他曾为之奋斗的科学计

算事业正在蓬勃发展。他的思想和精神还在指导并将继续影响我国几代科学计算工作者, 激励着他

们继续完成他开创的事业。

在国际数学家大会即将在我国召开之际, 作者谨以此文表达对恩师冯康教授的深切怀念。
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